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ENVELOPPES PLATES 
DANS LES DUO - ANNEAUX 


Mohamed Ben Fraj BEN MAAOUIA 
UFR des Sciences Appliquées et Technologie 
University Gaston Berger Saint-Louis (UGB) 


email : maaouiaalg@hotmail.com 


Introduction 

Soient M un À - module à gauche, F un À - module plat. On appelle 
pré-enveloppe plate de M tout morphisme f : M — F tel que pour tout 
morphisme g: M —+EÆE où E est un A- module plat à gauche. Il existe 
un morphisme g:F— E vérifiant ho Fes 

Si en particulier dansle cas où g = f tout endomorphisme h : F —; F 
vérifiant ko f = f est un automorphisme, alors f est dite enveloppe plate. 

Si M admet une enveloppe plate elle est unique à un isomorphisme près. 

En général l’enveloppe plate d’un À - module à gauche n'existe pas 
toujours. Voir [3], [4], [5]. 

Dans ce travail on suppose que À est un duo - anneau et on montre les 
résultats suivants : 


Théorème 0.0.1. Si la dimension faible de A WD(A,) < +oo pour tout 
idéal premier p, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est cohérent et WD(A) < 2. 

ii) tout À - module à gauche admet une enveloppe plate. 


Théorème 0.0.2. Soit À un IF - duo - anneau tels que tout À - module 
à gauche admet une enveloppe plate, alors pour tout idéal maximal m , alors 
l'idéal J(A») =mAm est T - nilpotent. 


0.1 Définitions et Résultats préliminaires 


Définition 0.1.1. Soient M un A - module, F un À - module plat et 
f: M — F un morphisme de A - modules J est dite pré - enveloppe 
plate si pour tout A - module plat F’ et tout morphisme g : M — F' 
il existe un morphisme h:F — F' tel que ho f =g et si de plus tout 
R:F —F qui vérifie : ho f = f est un automorphisme, alors f est 
dite enveloppe plate. 
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Définition 0.1.2. Soit M un À - module à gauche. M est dit de présen- 
tation finie s'il existe une suite courte exacte O —> N —; F __, y _, 0 
telle que F estun A - module à gauche libre de type fini et N un À - 
module à gauche de type fini. 


Définition 0.1.3. Un À - module est dit cohérent si tout sous - module de 
M de type fini est de Présentation finie. 


Définition 0.1.4. Un anneau A est dit cohérent à gauche (respectivement 
à droite) si le À - module à gauche A est cohérent (resp. le À - module 
à droite 4A est cohérent. 


Définition 0.1.5. Soit M un A - module à gauche et soit N° un sous - 
module de M. Alors 

1) N° est dit sous - module essentiel de M noté N SM si pour tout 
sous - module L de M tel que NNL=O alors L=0. 

2) N est dit sous - module Superfiu de M noté N€M si pour tout 
Sous - module L de M tel que L+N=M alors L=M 


Définition 0.1.6. Soit M un A - module. On appelle couverture projective 
de M un épimorphisme f:P— M où P estun A - module projectif 
et Ker f est un sous - module superfius de P. 


Proposition 0.1.7. Soit J:P— M un morphisme de À - modules à 
auche avec P projectif. Alors f est une couverture Projective si et seulement 
sk 

a) Pour tout homomorphisme g : P! — M où P' est un module 
projectif, il existe h: P! = P tels que foh= ag. 

b) Pour tout endomorphisme h: P — P tel que foh = f est un 
automorphisme. 


Preuve 

Supposons que les conditions a) et b) sont vraies et montrons que f est 
une couverture projective. 
Soit g: P' —; M un homomorphisme avec P' projectif et h : P' —, P tels 
que foh — g, montrons que f est un épimorphisme. Posons P' = 4(M) le À 
- module libre à gauche engendré par M et g: AM) __, y l’épimorphisme 
canonique alors il existe h : A(M) __, p +4] que foh=g donc f est un 
épimorphisme. 
Reste à montrer que Ker J est superflus. 
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Soit L un sous - module de P tel que Ker f+L=P, montrons que 
L= P 
DOI Ars Les Ml a restriction de f sur Z. 
Soient x € P, alors il existe z1 € Kerf et T2 € L tels que x = x, + To 
donc f(x) = f(x1)+ f(x2) = f(x). 
Or f est épimorphisme donc pour tout y € M ïilexiste x € P tel que 
f(x) = y ce qui implique d’après ce qui précède que pour tout yE M i 
exisste Zo € L tel que Î(x2) = y. Donc f/L est un épimorphisme et comme 
Fest projectif alors il existe h:P I tel que f/Loh = f et i:L—;,p 
l'injection canonique, alors foi= f /L donc on a 


(Foiloh=f= fofioh)=#f 


et d’après b) 0h est un automorphisme donc L= P d'où Ker f est 
superflu. 

Supposons maintenant que f: P —; M est une Couverture projective 
alors f est un épimorphisme. Soit g:P— M un homomorphisme avec 
P” projectif alors il existe h : P° —+ P tel que foh=g car P'est 
projectif. Et en particulier POur g = f ïilexiste h: P —, p tel que 
J'ai s 
Montrons que À est un automorphisme. Par hypothèse Ker Î est superflu 
dans P et donc pour tout x € P Ona T=xr—-h(x)+h(x) et: 


T—h(x) E Kerf car f(z—h(x)) = f(z)- fo h(x) = 0 et 
R(z) E R(P) d'où P = K'er f + h(P) 


avec Xerf superflu donc R(P) = P ce qui montre que À est surjective. 
One REP P ct surjective alors il existe g : P —+ P tel que 
Rog=1lp? (ou 1p identité) car P est projectif donc g est injective or 


fJoh=f — (foh)og=/fog 
— f(hog)=fog— f=fog 


et on montre de la même manière que g est surjective d’où À est bijective, 
ce qui prouve que h est un automorphisme. 


Proposition 0.1.8. Soit A un anneau cohérent et M un A - module 
à droite de présentation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et 
seulement si M*—H om(M, A) admet une couverture projective. 
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Preuve : [3, d’après Proposition 1] 


Proposition 0.1.9. Soit A un anneau tel que tout À - module à droite de 
Présentation finie admette une pré - enveloppe plate alors A est cohérent à 
gauche. 


Preuve : [3 , d’après Proposition 2] 


Définition 0.1.10. Un anneau A est dit semi - régulier si tout A - module 
de présentation finie admet une couverture projective. 


Proposition 0.1.11. Soit A un anneau semi - régulier. Alors tout À - mo- 
dule à droite de présentation finie admet une enveloppe plate si et seulement 
Si À est cohérent à gauche. 


Preuve : {3, Corollaire 3] 


0.2 Localisation et enveloppe plate 


Proposition 0.2.1. Soit À un duo - anneau tel que tout À - module admet 
une enveloppe plate alors tout A, - module admet une enveloppe plate avec 
P est un idéal premier. 


Preuve 

Soit M un À,-module. Alors M estun A- module. Soit f : M —; F 
une enveloppe plate de À - modules. Alors comme M = M, en tant que 
À, - module. Jp: M — F, est une enveloppe plate. On sait que F, est 
plat. 
Comme f est une enveloppe plate, pour tout A, - modules, g: M — F". 
Il existe h: F —; F' tel que hof=g—h,of, = 4» et comme F" est 
un À, - module alors F" F, soit d:F" F, un isomorphisme tel que 
?0g=g doncona (#-!oh,)o f» = g. Posons h'=@-l0h, donc FA 
est une enveloppe plate de M. 


Corollaire 0.2.2. Soit A un duo - anneau cohérent et P un idéal premier, 
alors tout À, - module à gauche de présentation finie admet une enveloppe 
plate. 


Preuve 
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D’après ce qui précède A est cohérent, donc tout A - module de présen- 
tation finie admet une enveloppe plate et d’après la proposition précédente. 
Soit M un À, - module de présentation finie M admet et une enveloppe 
plate. 


Définition 0.2.3. Soit N un À - module à gauche. Alors N est dit 
FP - injectif si Ext,(M,N) = 0 Pour tout À - module à gauche M de 
présentation finie. 


Définition 0.2.4. Soit A un anneau. Alors À est dit self - FP - ingectif 
à gauche si À est F.P - injectif. 


Corollaire 0.2.5. Soit A un anneau self - FP - injectif à droite. Alors tout 
À - module à droite admet une enveloppe plate si et seulement si si A est 
semi - régulier et cohérent à gauche. 


Preuve : [3, Corollaire 5] 


Lemme 0.2.6. Soient J:M—F une enveloppe plate et g: M — P 
une pré-enveloppe plate. Alors il existe une enveloppe plate h : M —; pr" 
telle que P=P'OF et Fzp 


Proposition 0.2.7. Soit A un duo - anneau, tel que tout A - module 
admet une enveloppe plate. Alors pour tout A - module de présentation finie 
M le À, - module MN admet une enveloppe plate pour tout idéal premier 
P 


Preuve : D'après [3, Proposition 8] 
Soit h: M, — F une enveloppe plate du À, - modules M,. Alors 
AIN): MN) _, FN) est une enveloppe plate du A4, - module M{N 


Définition 0.2.8. Soit n € N* Soit M un A - module. On dit que la 
dimension plate de M est inférieure ou égale à n et on note Fd(M) <n 
s'il existe une suite exacte de À - modules : 


Pimp 2 M 0 
où les PF; sont projectifs et Fh plat. 


* Fd(M)=n si Fd(M) # n-1 
* Fd(M)=o s'il n'existe pas nEN tel que Fd(M) < n. 
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Définition 0.2.9. On appelle dimension faible d’un anneau À et on note 
WD(A). 


WD(A) = sup (Fd(A/T): I un idéal à gauche de A 
= Sup (Fd(A/I): I un idéal à droite de A 


Lemme 0.2.10. Soit A un duo - anneau, alors pour tout idéal premier | 


WD(A)= sup {WD(4,)}. 
PEspec(A) 
Théorème 0.2.11. Soit A un duo - anneau WD(A,) < œ pour tout 
idéal premier P, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
î) À est cohérent et WD(A) < 2 
ü) Tout À - module admet une enveloppe plate. 


Preuve 

il) ii) [3, Théorème 9] 

il) = i) commetout A- module admet une enveloppe plate alors d’après 
ce qui précède À est cohérent donc A, est cohérent et WD(A,) < 
donc Wd(A,) < 2 et comme WD(A) = sup (WD(A,)) avec P € spec(A). 
D'après [1, Corollaire 10] donc Wd(A) < 2. 


Corollaire 0.2.12. Soit À un duo - anneau tel que WD(A) < oo, alors 
tout À - module admet une enveloppe plate si et seulement si A est cohérent 
et WD(A) < 2. 


Preuve 

Comme WD(A) < © alors d’après le lemme précédent WD(A,,) < 
pour tout P € spec(A) avec A\P ne contient pas de diviseurs de zéro et 
d’après le théorème précédent on a le résultat. 


0.3 Enveloppe plate dans les IF - duo - anneaux 


Définition 0.3.1. Soit A un anneau. À est dit I F - anneau à gauche 
(resp. à droite) si tout A - module à gauche (resp. à droite) injectif est plat. 


Définition 0.3.2. Soit A un anneau. À est dit I F - anneau s'il est à la 
Jois I F à gauche et à droite. 
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Proposition 0.3.3. Soit A un [F- anneau. M un À - module de 
présentation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et seulement s: 
M est un sous - module essentiel d’un module projectif de type fini. 


Preuve 

Soit M un À - module de présentation finie et f : M — F une 
enveloppe plate de M, alors d’après [4, proposition 1], F est un module 
projectif de type fini. Comme A estunIF - anneau alors E£(M) est un 
À - module plat donc il existe }h : F —; E(M) tel que ho f est un 
monomorphisme essentiel. 

Soit C' un sous - module de F de type fini tel que f-1(C) =0. Et I1: 
F — F/C' l'épimorphisme canonique, alors Ilo f est un monomorphisme 
et coker(IIo f) est de présentation finie, alors F est FP- injectif. Il existe 
kR: FC — F tel que hollo f = f alors holÏI est un isomorphisme 
alors IT est un monomorphisme — C' =0 donc M est un sous - module 
esssentiel de F. 

<— Soit F un module projectif de type fini, f : M — F un 
monomorphisme essentiel. Comme tout module plat est une limite directe de 
modules projectifs de type fini et il est une limite directe des modules F'P - 
injectif. Alors f : M — F est une pré - enveloppe plate. Soit g:F — F 
tel que go f = f. 
Comme f est un monomorphisme essentiel et ÆF est FP - injectif. Alors 
g est scindé donc g est un isomorphisme donc f : M —> F est une 
enveloppe plate. 


Corollaire 0.3.4. Soit A un JF - anneau local. Un À - module de 
présentation finie admet une enveloppe plate si et seulement si il est un sous 
- module essentiel d’un module libre. 


Preuve {4 corollaire 2]. 


Corollaire 0.3.5. Soit A un IF - anneau. M un À - module de 
présentation finie et N un sous - module de M de type fini. Si M et 
N° admet des enveloppes plates, alors l'enveloppe plate de N° est un facteur 
direct de l'enveloppe plate de M. 


Preuve 

Soit f:N —; F une enveloppe plate de N et g: M —> F" une 
enveloppe plate de M. Alors d’après la proposition précédente ÆF et Fr 
sont projectifs de type finiet f et g Sont deux monomorphismes essentiels, 
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alors F est considéré comme sous - module de Æ". F est FP- injectif, 
alors F'et F est de rpésentation fini alors F est un facteur direct de F”. 


Définition 0.3.6. Soit A un anneau et S C À alors S est dite T - 
nülpotent à gauche (resp. à droite) si pour toute suite (GES; i>1) à 
existe nEN tel que Q1 Q2...an = (. 


Théorème 0.3.7. Soit À un I F-duo-anneau tels que tout A-module à gauche 
admet une enveloppe plate, alors pour tout idéal maximal m, alors l idéal 
J(Am) = MAn est T-nilpotent. 


Preuve 

Soit 0OÉ£rEemA, , Anna, (x) est de présentation finie car A, est 
cohérent. Donc d’après ce qui précède il existe J : Annz. — F te 
enveloppe plate et d’après le corollaire précédent, F est une somme directe 
de 4 qui est local donc F = 0 où F — Am. Si F=0ona Anna, (x) = 0 
implique 4,æx est libre donc il est F'P - injectif la suite courte exacte 
0 —+ À,,r —+ À, — À» / AmT — 0 est scindé c'est une contradiction 
avec 0£xemA, alors l’injection canonique Anna, (tr) — À, est 
une enveloppe plate. Soit {Tnfnen CMAn alors @Ann Am(Tn) admet une 
enveloppe plate et d’après [4, théorème 5] 


Aa Am — An 


At GTh 


et il existe n, tel que Zn, X Zn, X … X z1 = 0. Donc mA» est T - 
nilpotent. 


Corollaire 0.3.8. Soit A un IF - duo - anneau tels que m est un idéal 
mazimal et tout À - module admet une enveloppe plate alors J (A) est 
T - nilpotent. 


Preuve 
S0it {Ta}nen C J(A) et I = [JAnna(x1.x,) donc d’après le théorème 


N 
précédent pour tout m € MAX (À) In = An donc 7 = À. Donc il existe 
no € N tels que ANNA(T1T2...Tn,) = À donc 2:1%2...7, = 0. 
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